Analyse

Equations différentielles

I. Introduction

Un équation différentielle est une équation dont I'inconnue n’est pas un nombre, mais une
fonction.Par exemple :
r=i
20f'(z) +3f(z) ==

Notation : par convention, on note souvent y au lieu de f ce qui donne 1’équation y' = y.

— Lorsque la dérivée intervient dans ’équation, c’est un équation différentielle du ler ordre.

Exemple : ¢’ — 3y = 5z
— Lorsque la dérivée seconde intervient dans I’équation, c’est un équation différentielle du 2éme

ordre. Exemple : 2zy” — 2y +3 =10
d*y

Remarque : On peut rencontrer (par exemple en physique) les notations d—y pou ¢ ou bien T2
x x

pou y”.

II. Solutions d’une équation différentielle

Théoréme 1
Toute équation différentielle admet une infinité de solutions.

Exemple : Trouver des solutions des équations suivantes :

Y =0
4"+ +3y=6
—yY +y=Tr+7

— Montrer que la fonction g(x) = ze™™ est une solution particuliére de 1’équation y' + y = 0.

III. Résolution d’une équation différentielle homogéne

III.1. Définition
Les équations du type a(z)y’+b(x)y = 0 et ay” +by’+cy = 0 sont appelées équations homogeénes
(sans second membre)

ITI.2. Résolution

Equations Solutions sur un intervalle I
alt) X +b(t)x=0 £(6)=ke=%Y) 01 G est une primitive de 7 > Z—g%
@+ +ex=0 SiA>0, ft)=2e" +pe™ ... oln etr, sontles racines de I’équation caractéristique
ﬂéq“aﬁ‘m caractéristique : 5j A=0, f(t)= (e +p)e™ ......... ol 7 est la racine double de I’équation caractéristique
ar’+br+c=0 Sia<0, f{t)=[Acos(Br)+usin(B)e® ot n =@ +if et r, = —iB sont les racines
de discriminant A complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

Remarque :
On retrouve le théoréme de Terminale : les solutions de I’équation 3’ = ay sont les fonctions de la
forme
y(x) = ke
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Exercice :
Résoudre les équations différentielles suivantes :

y —2y=0

V=]

Yy +4y =0
10y —y=0
' +3y +2y=0
y'—y=0
y' 42y =3y =0
y' =2y +y=0
y' =4y +4y =0
y' =4y +8y =0
y' =2y +2y=0

IV. Résolution d’une équation différentielle quelconque
Théoréme 2

La solution générale d’une équation différentielle est obtenue en ajoutant une solution particu-
liére a la solution générale de I'équation homogéne associée.

V. Un exemple complet
Résoudre I’équation différentielle :

y' —2xy = 22
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